
第七章
圓與橢圓偵測
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◼ 7.1前言

◼ 7.2 隨機式測圓法

◼ 7.3 隨機式橢圓測法

◼ 7.4 植基於對稱性質的圓和橢圓測法

◼ 7.5 視訊場景的變化偵測



7.1前言

◼ 主要介紹在自動光學檢測或圖形識別中的圓型和橢圓形物件的
偵測。
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7.2 隨機式測圓法

◼ 範例1：霍氏轉換可否應用於圓偵測上？缺點為何？

解答：霍氏轉換可使用三維累積陣列來偵測圓。缺點為所花費的
記憶體空間較大以及計算時間較久。

4



7.2.1 基本想法
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圖7.2.1.1 
四點決定四個可能圓

隨機的從𝑉中挑出四點。該四點可以決定出四個可能圓，如圖
7.2.1.1所示。

邊點集 。圓可表示為

(7.2.1.1)

 ),( yxV =
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7.2.2 決定候選圓
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圓方程式可改寫為

2222 yxdybxa +=++ (7.2.2.1)

此處 。令 , 𝑖 = 1,2,3，為被隨機挑選出來
的三個邊點。假若 、 和 沒有共線，則它們可用來決定一可
能圓 ， 且可以得到圓心 和半徑 。

222 bard −−= ),( iii yxv =

123r123C ),( 123123 ba

1v 2v 3v

◼ 圓心和半徑的求解

、 和 代入式子(7.2.2.1)),( 111 yxv = ),( 222 yxv = ),( 333 yxv =
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得圓心的解為
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圖7.2.2.1
數位圓

圖7.2.2.2 
四個抽樣邊點在一圓

至圓𝐶123的距離為

𝑑4→123 = (𝑥4 − 𝑎123)
2+(𝑦4 − 𝑏123)

2− 𝑟123

),( 444 yxv =

(7.2.2.5)
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◼ 給四個隨機邊點 , 𝑖 = 1, 2, 3, 4，這四個邊點至多造
成四個可能圓。這四個可能圓需進一步檢查來決定誰是候選圓。

),( iii yxv =

◼ 不理想的抽樣情形

圖7.2.2.3 不理想的抽樣情形

◼ 若距離值夠小，則 在可能圓 上(見圖7.2.2.2)；
這時可能圓升級為候選圓。

123C
4v



◼ 範例1：給定3個邊點𝑉1(5,0)、𝑉2(3,6)、𝑉3(6,10)，在進行隨機

式測圓法來決定可能圓的過程中：

(1)請判斷此3個邊點是否可以形成一個可能圓。

(2)請求出此可能圓的圓心與半徑，並詳述其計算過程。

解答：pp. 209-210.
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7.2.3 決定真正圓
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◼ 若
C

2𝜋𝑟𝑖𝑗𝑘
大於門檻值𝑇𝑟，則候選圓升級為真正圓。否則，該候選

圓為一假圓。例如𝑇𝑟 = 0.8表示數位圓上的邊點數需佔圓周的
80%以上。

◼ 假設三點 𝑣𝑖、𝑣𝑗和 𝑣𝑘 決定了一個候選圓。若邊點集𝑉中的任一
邊點與候選圓夠近，則計數器𝐶加1。繼續此投票步驟一直到所
有的邊點被處理完。



7.2.4 演算流程圖
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圖7.2.4.1 
演算流程圖

(a) 錢幣影像 (b) 餅乾和巧克力棒影像

(c) 文具影像 (d) 渠洞影像

圖7.2.4.2 四張待測影像

決定候選圓

決定真正圓
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(a) 錢幣影像的邊點圖 (b) 餅乾和巧克力棒影像的邊點圖

(c) 文具影像的邊點圖 (d) 渠洞影像的邊點圖

圖7.2.4.3 圖7.2.4.2的邊點圖
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(a) 測得的圓形錢幣 (b) 測得的圓形餅乾

(c) 測得的圓形文具 (d) 測得的圓形渠洞

圖7.2.4.4 測得的各種圓



7.2.5 複雜度分析
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◼ RHT方法和RCD方法的比較

事件A的機率：

事件B的機率：
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RHT機率密度函數：

RCD機率密度函數：

累計分佈函數：
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(a) 𝑝 = 0.5 (b) 𝑝 = 0.25

(a) 𝑝 = 0.5 (b) 𝑝 = 0.25

圖7.2.5.1 對兩個不同𝑝值，𝑓𝑅𝐶𝐷(𝑥) 和 𝑓𝑅𝐻𝑇(𝑥) 的比較

圖7.2.5.2 對兩個不同𝑝值，𝐹𝑅𝐶𝐷(𝑥) 和 𝐹𝑅𝐻𝑇(𝑥) 的比較



7.3 隨機式橢圓測法
7.3.1 橢心的決定
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◼ 令橢圓的旋轉角度為𝜃且兩個軸的長度分別為𝑎和𝑏。則式
(7.3.1.1)中的五個變數 𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 , 𝑑, 𝑒, 𝑓 可轉換為 𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 , 𝑎, 𝑏, 𝜃 ：

𝜃 =
tan−1

𝑒
𝑑 − 𝑓

2

◼ 橢圓可表示為

1)())(()( 22 =−+−−+− cccc yyfyyxxexxd (7.3.1.1)

上式中， 𝑥𝑐 , 𝑦𝑐 代表橢心；三個變數𝑑、𝑒和 𝑓 需滿足𝑑 > 0、𝑓 > 0和
4𝑑𝑓 − 𝑒2 > 0。

𝑎 =
1

𝑑 cos2 𝜃 + 𝑒 sin 𝜃 cos 𝜃 + 𝑓 sin2 𝜃
𝑏 =

1

𝑓 cos2 𝜃 − 𝑒 sin 𝜃 cos 𝜃 +𝑑 sin2 𝜃
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◼ 令𝑃𝑖 = 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ，𝑖 = 1,2,3,4，為一個橢圓上的四個抽樣邊點。邊
點𝑃𝑖上的斜率設為S𝑖。在這四個邊點中挑選任意二個邊點，令這
二個邊點為𝑝𝑖和𝑝𝑗且假設它們的切線斜率不為平行；令兩切線的

交點為T𝑖𝑗 = (𝑡𝑥𝑖𝑗 , 𝑡𝑦𝑖𝑗)。𝑀𝑖𝑗 = (𝑚𝑥𝑖𝑗 , 𝑚𝑦𝑖𝑗)為線段𝑃𝑖𝑃𝑗的中點：

(7.3.1.2)

◼ 即連接𝑇𝑖𝑗和𝑀𝑖𝑗的直線會通過橢心。這條直線可表示為

𝑡𝑥𝑖𝑗 −𝑚𝑥𝑖𝑗 𝑦 − 𝑡𝑦𝑖𝑗 −𝑚𝑦𝑖𝑗 𝑥 = 𝑡𝑥𝑖𝑗𝑚𝑦𝑖𝑗 −𝑚𝑥𝑖𝑗𝑡𝑦𝑖𝑗
(7.3.1.3)

圖7.3.1.1 橢圓的中心

𝑚𝑥𝑖𝑗 =
𝑥𝑖 + 𝑥𝑗

2

𝑚𝑦𝑖𝑗 =
𝑦𝑖 + 𝑦𝑗

2

𝑡𝑥𝑖𝑗 =
𝑦𝑖 − 𝑦𝑗 − 𝑠𝑖𝑥𝑖 + 𝑠𝑗𝑥𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖

𝑡𝑦𝑖𝑗 =
𝑠𝑖𝑠𝑗(𝑥𝑗 − 𝑥𝑖) − 𝑦𝑗𝑠𝑖 + 𝑦𝑖𝑠𝑗

𝑠𝑗 − 𝑠𝑖
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◼ 令剩餘的兩個邊點為 和 ，我們可得
和 。如圖7.3.1.1所示， 和 形成的直線為

kP
lP

),(
klkl yxkl ttT =

),(
klkl yxkl mmM =

ijT
ijM

klklklklklklklkl yxyxyyxx tmmtxmtymt −=−−− )()( (7.3.1.4)

利用式子(7.3.1.3)和式子(7.3.1.4)的二個聯立方程式可解出橢心為
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◼ 隨機選四個邊點， 、 、 和 ，所以共有
三種組合方式 、 和
可以幫助我們求得三個可能的橢心。

1P

),( 4321 PPPP ),( 4231 PPPP ),( 3241 PPPP

2P 3P
4P



7.3.2 決定剩餘的三個變數

21

















=
































1

1

1

''''

''''

''''

22

22

22

f

e

d

yyxx

yyxx

yyxx

kkkk

jjjj

iiii

◼ 假設之前的橢心為 ，將原點移至橢心上。橢圓方程式可簡
化為

𝑑𝑥2 + 𝑒𝑥𝑦 + 𝑓𝑦2 = 1

◼ 利用挑選出來的四個邊點中的三個邊點即可解出(𝑑, 𝑒, 𝑓)。將邊點
(𝑥𝑖

′, 𝑦𝑖
′)代入上面式子中可得下列線性系統

◼ 這裡需注意的是 為邊點 經過平移 後的座標
。從組合的觀點，共可解出四組 解。

),( cc yx)','( ii yx )','( ii yx

),( cc yx

),( ii yx



7.3.3 決定候選橢圓
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◼ 針對解出的四組 ，我們進一步檢查其是否滿足 、
和 。若是，則對應的橢圓為一合法的可能橢圓。

◼ 若某一組係數 代表一合法的可能橢圓，則該橢圓
可否被選為橢圓候選人，接著對一開始選出的四個邊點進行投
票的動作。

◼ 若四個邊點與橢圓的距離皆小於門檻值，我們就說這可能橢
圓為一候選橢圓。這裡的邊點與橢圓的距離計算公式如下

1)())(()( 22 −−+−−+− cicicici yyfyyxxexxd (7.3.3.1)

),,,,( fedyx cc

0f

04 2 − edf

),,( fed 0d



7.3.4 決定真正橢圓
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圖7.3.4.1 橢圓周長的估計

◼ 如果有足夠的邊點位於該候選橢圓上，則該候選橢圓升級為真
正橢圓。

令橢圓的長軸為2a，而短軸為
2b，則外接的長方形之周長為
4a+4b而內接的菱形之周長
為 。橢圓的周長可估計
為外接長方形周長加上內接菱形
周長的一半，
即 。

224 ba +

222)(2 baba +++

◼ 橢圓的周長簡易估計



7.3.5 演算流程圖

24圖7.3.5.1演算流程圖

圖7.3.5.2 內含4顆雞蛋的影像 圖7.3.5.3 測邊後的結果

圖7.3.5.4 偵測到的橢圓

決定候選圓

決定真正圓



7.4 植基於對稱性質的圓和橢圓
測法
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◼ 令候選圓的圓心為 (𝑥, 𝑦)，半徑為𝑟，(𝑟, 𝜃 +
𝜋

36
)和(𝑟, 𝜃 −

𝜋

36
)分

別表示矩形 𝐵1的左上角及右下角的極座標，如圖 7.4.1 所示。
令V𝑖表示包含於矩形𝐵𝑖內的邊點集，𝑖＝1, 2, 3,4，邊點標示為
三角形。這裡必須確保在矩形內的邊點數大於門檻值而成為有

效邊點集，門檻值為 0.6 𝑟(
2𝜋

36
)，𝑟(

2𝜋

36
)代表被矩形所框住的弧

長。

圖7.4.1 用來檢測對稱性質的邊點集
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◼ 參數𝜃的決定取決於找到兩個以上的有效邊點集。為了讓四個矩形
均勻分佈於圓周上，我們依序找尋𝜃如下：𝜋/4, 𝜋/4＋Δ, 𝜋/4－Δ, 
𝜋/4＋2Δ, ⋯, 𝜋/4－4Δ，這裡Δ＝𝜋/18。

◼ 找出兩個以上的有效邊點集後，任取兩個有效邊點集(𝑉𝑘 , 𝑉𝑙)，
𝑘 < 𝑙計算對稱程度。首先，將𝑉𝑙內所有的邊點，基於與𝑉𝑘之間的
對稱關係作鏡射轉換，轉換後的邊點集標示為 ෨𝑉𝑙，接著，利用𝑉𝑘
與 ෨𝑉𝑙之間的 Hausdorff 距離計算對稱程度：

◼ 若在所有的有效邊點集中，存在兩個有效邊點集之間的對稱程度
大於門檻值，則此候選圓才會進一步做投票動作判斷是否為真正
圓。



7.5 視訊場景的變化偵測

◼ 場景的變化主要根據線、圓和橢圓之間的交點集與連續畫
面間的差異距離。
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◼ Hausdorff 距離

我們求出形狀之間的所有交點以為影像的代表點集。假設某影像的
代表點集為𝐴 = 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑚 而下一張影像的代表點集為B =
𝑏1, 𝑏2, ⋯ , 𝑏𝑚 ，𝐴和𝐵的距離可表示為Hausdorff距離：

𝐻 𝐴, 𝐵 = max(ℎ A, B , ℎ(B, A))

這裡 ℎ 𝐴, 𝐵 = max
𝑎∈𝐴

min
𝑏∈𝐵

𝑎 − 𝑏 。

◼ 部份Hausdorff 距離(為避免雜訊的干擾)

部分Hausdorff距離度量定義為
𝐻𝐿𝐾 𝐴, 𝐵 = max(ℎ𝐿 𝐴, 𝐵 , ℎ𝐾(𝐵, 𝐴))

我們選定𝐿 = 𝐾 = 𝑓1𝑚而𝑓1 = 0.9； ℎ𝐾 𝐵, 𝐴 = 𝐾𝑏∈𝐵
𝑡ℎ 𝑚𝑖𝑛 𝑎 − 𝑏 是

選第𝑘大的而非ℎ(𝐴, 𝐵)中的最大的。
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圖7.5.1 視訊中的部份Hausdorff距離

視訊的內容為一個籃球在地板上滾動的情形。在圖中，我們可看出
視訊中，第九張影像到第十張影像有場景變化。

若部份Hausdorff距離大於所設定的門檻值，則代表二張影像內的
代表點有大的移位，這時我們認為有場景的變化存在。

◼ 一個例子

圖7.5.2 二個場景的起頭影像

(a) 第一個場景的起頭 (b) 第二個場景的起頭


